Capitulo 1

Conjuntos, Relaciones y Funciones.

1.1. Conjuntos.

1.1.1. Conjuntos y subconjuntos, pertenencia e inclusion.

Definicién 1.1.1. (informal de conjunto y elementos.) Un conjunto es una coleccién de
objetos, llamados elementos, que tiene la propiedad que dado un objeto cualquiera, se puede
decidir si ese objeto es un elemento del conjunto o no.

Ejemplos:
» A=1{1,2,3}, B={A,0}, C ={1,{1},{2,3}}.
» N=1{1,2,3,4,...} el conjunto de los niimeros naturales.
» Z={...,—-2,-1,0,1,2,...} el conjunto de los nimeros enteros.
» Q={a/b;a € Z,b € N} el conjunto de los niimeros racionales.
= R el conjunto de los ntimeros reales, C el conjunto de los nimeros complejos.
» ) o{} el conjunto vacio.

Observacion 1.1.2. El orden de los elementos no importa en un conjunto, y en un conjunto
no se tiene en cuenta repeticiones de elementos.

Se dice que cada elemento a de un conjunto A pertenece al conjunto A, y se nota a € A. Si un
objeto b no pertenece al conjunto A, se nota b ¢ A.

Ejemplos:
» Sea A={1,23}:1€ A, 2 A, 4¢ A {1,2} ¢ A, 0 ¢ A
» Sea B=1{2,{1},{2,3}}: {1} € B,{2,3} € B,1¢ B,3 ¢ B.
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Para notar los conjuntos se suele reservar letras mayusculas: A, B, ..., X, Y, ..., U, V, ...

Definicién 1.1.3. (Cardinal de un conjunto.) Sea A un conjunto, se llama cardinal de A a
la cantidad de elementos distintos que tiene A, y se nota #A. Cuando el conjunto no tiene un
nimero finito de elementos, se dice que es infinito, y se nota #A = oo.

Ejemplos: #0 =0, #{a,b,c} =3 = #{1,2,3}, #N = 0.
Notar que si A es un conjunto finito, #4 € NU {0} =: Ny.

Las definiciones comunes de un conjunto son por extension (listando todos los elementos del
conjunto entre las llaves { y }, cuando es posible hacerlo, o sea cuando el conjunto es finito) y por
comprension (a través de una propiedad que describe los elementos del conjunto, pero usualmente
para eso se necesita la nocién de subconjunto porque hay que dar un conjunto referencial, de
donde se eligen los elementos). También presentamos en forma informal los conjuntos infinitos
N y Z usando los puntos suspensivos ..., aunque esto no es muy riguroso: se puede dar una
definicién formal del conjunto N sin usar ..., y a partir de ello definir Z y Q. El conjunto R se
supone “conocido”, aunque para él también se puede dar una construccién rigurosa (que no se
verd en esta materia), y a través de R se puede definir C facilmente.

Los conjuntos se suelen representar graficamente por los llamados diagramas de Venn (por el
légico y filésofo britédnico John Archibald Venn, 1834-1923), que son simplemente de la forma:

Definicién 1.1.4. (Subconjuntos e Inclusién.) Sea A un conjunto. Se dice que un conjunto
B estd contenido en A,y se nota B C A (o también B C A), si todo elemento de B es un elemento
de A. En ese caso decimos también que b estd incluido en A, o que B es un subconjunto de A.
Si B no es un subconjunto de A se nota BZ A (o B ¢ A).

Ejemplos:
» Sea A={1,2,3}: {1} C A, {2,3} CA 0 C A ACA, {3,4} L A.
s NCZCQCRCC.

» AC Ay () C A cualquiera sea el conjunto A.

O sea, B estd incluido en A si para todo b, se tiene que si b pertenece a B entonces b pertenece
a A, y B no estd incluido en A si existe b perteneciendo a B tal que b no pertenece a A.
Matematicamente se escribe:

BCAsiVbbeB=bcA , BZAsi 3beB:b¢ A
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Aqui el simbolo “V”significa “para todo”: la construccion “Vb,..."se lee “para todo b, se tiene
..”, y el simbolo “d’significa “existe’: la construccion “3b € B : ...”se lee “existe b en B
tal que ...”. El simbolo “="significa “implica’: la construcciéon “b € B = b € A”se lee “b en

B implica b en A”, o también “si b en B, entonces b en A” (significa que si ocurre lo primero,
entonces obligatoriamente tiene que ocurrir lo segundo, veremos esto con més precisién por
medio de las tablas de la légica un poco méas adelante).

Eijemplos de conjuntos dados por comprension:

» A={zeR:ax>-2}, B={ke€Z:k>-2}.

» P={neN:nespar},  ={k€Z:k esimpar}.

Representacion de Venn de B C A:

. &

A
BpesA B

Observacién 1.1.5. (Igualdad de conjuntos.)
A=B < ACByBCA

Es decir A = B si tienen exactamente los mismos elementos (sin importar el orden y sin tener
en cuenta repeticiones de elementos). (Aqui, el simbolo “<” es el simbolo de la bi-implicacién,
que se lee “si y sdlo si’.)

Observacién 1.1.6. (Combinatoria, o el arte de contar.) Sea A es un conjunto finito y
sea B C A. Entonces #B < #A. (Esto vale también para conjuntos infinitos, como verdn mas
adelante los matemaéticos.)

Ejemplo 1.1.7. (Conjunto de partes.) Sea A un conjunto. El conjunto de partes de A, que
se nota P(A), es el conjunto formado por todos los subconjuntos de A, o sea el conjunto cuyos
elementos son los subconjuntos de A. Es decir

P(A)={B: BC A} otambién BeP(A) < BCA.

Ejemplos:

= Sea A=1{1,2,3}: P(A) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, A}.
» Cualquiera sea el conjunto A, ) € P(A4), A € P(A).

= P(0) = {0}, o sea el conjunto que tiene como tnico elemento al conjunto vacio.
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1.1.2. Operaciones entre conjuntos.

Supondremos en todo lo que sigue que los conjuntos A, B,C,... que se consideran son sub-
conjuntos de un mismo conjunto referencial (o de referencia) U (para poder “operar”). Esto
también es generalmente indispensable al definir un conjunto por comprension, como por ejem-
plo P={n € N: n esun nimeropar },o0 ] ={zr € R: z <2} = [-00,2), que no es lo mismo
que J ={z e N: z <2} ={1,2}.

s Complemento: Sea A subconjunto de un conjunto referencial U. El complemento de A
(en U) es el conjunto A’ de los elementos de U que no pertenecen a A. Es decir

A={beU:b¢ A}, otambién VbeU be A < b¢A.

Ejemplos:
e SiU=1{1,2,3} y A= {2}, entonces A’ = {1,3}.

e SiU =Ny A= {2}, entonces A = {n € N, n # 2}. O sea el complemento de un
conjunto depende del conjunto referencial U.

e SiU =Ny P ={n € N: n esunnimero par }, entonces P/ = {n € N :
n es un numero impar }.

e Setiene (/ =U y U’ = 0.
o (A =A.

Representacion de Venn del complemento:

()

A:

s Unidén: Sean A, B subconjuntos de un conjunto referencial U. La union de A y B es el
conjunto A U B de los elementos de U que pertenecen a A o a B. Es decir

AUB={ceU:c€ Ayce B}, otambién VceUce AUB <= c€ A o c€B.

Notemos que este “0” involucrado en la definicién de la unién es no excluyente, es decir si
un elemento estd en A y en B, estd en la union por estar en al menos alguno de los dos.

Ejemplos:
e Si A =1{1,2,3528}y B = {34,510} C U = {1,...,10}, entonces AU B =
{1,2,3,4,5,8,10}.

e Sil={reR:x<2}=(-00,2]yJ={zeR: -10<2z <10} =[-10,10) CU =
R, entonces TUJ = {x € R: z < 10} = (—o0, 10).
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e Cualesquiera sean A y B, se tiene AU B = B U A (conmutatividad), AUD = A,
AUU =U, AUA =U.
Probemos por ejemplo la afirmacién A U A’ = U: Hay que probar las dos inclusiones
AUA CUyUCAUA.
o AUA'CU:Seaaec AUA’;sia € A entoncesa € U pues ACU,ysiac A,
entonces a € U pues A’ C U; por lo tanto AU A’ C U.

o UCAUA": Seaa € U;entoncesa € Aoa¢ A. Siae A, entonces a € AU A/,
y si a ¢ A, por definicién a € A" y luego a € AU A’; por lo tanto U C AU A'.

Representacion de Venn de la union:

V)

Dy

AVD

» Interseccién. Sean A, B subconjuntos de un conjunto referencial U. La interseccion de
Ay B es el conjunto AN B de los elementos de U que pertenecen tanto a A como a B. Es
decir

ANB={ceU:ceAyce B}, otambién c€ ANB <= ccAyceB.

FEjemplos:
e Sean A ={1,2,3,5,8}, B=1{3,4,5,10} CU ={1,...,10}. Entonces AN B = {3,5}.

e Sean [ ={z eR: <2} =(-00,2],J={xeR: —-10 <z < 10} = [-10,10) C
U=R. Entonces INJ ={reR: -10 <z <2} =[-10,2].

e Cualesquiera sean A y B, se tiene AN B = BN A (conmutatividad), AN® = 0,
ANU =A, AnA =0.
Cuando AN B =, se dice que A y B son conjuntos disjuntos.

Representacion de Venn de la interseccion:

Podemos notar que a diferencia del complemento, la unién y la intersecciéon no dependen del
conjunto referencial U.

Otra forma de visualizar esas operaciones es por medio de las tablas de verdad de la légica
propisicional (que desarrollamos més en detalle en la Seccién 1.1.3) aplicadas a las operaciones
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de conjuntos: Dado un conjunto A C U, un elemento a € U puede pertenecer a A o no,
notaremos en la tabla siguiente el hecho que a € A con una V (de Verdadero) o con un 1, y el
hecho que a ¢ A con una F' (de Falso) o con un 0 (abajo de la letra A). Esto describe las dos
posibilidades para todos los elementos de U. Ahora bien, si tenemos dos conjuntos A, B C U,
hay 4 posibilidades: estar en A y en B, no en A pero si en B, en A pero no en B, y finalmente
ni en A ni en B.

Tablas de verdad del complemento, de la union y de la interseccion:

A|B|AUB A|B|ANB
Al A ViV |4 VIV V
VI F FlV |4 v F
v VIF |4 VI|F F

F|F F F|F F

Proposiciéon 1.1.8. Sean A, B,C conjuntos dentro de un conjunto referencial U. Entonces

» Leyes de De Morgan, por el matemadtico britanico Augustus De Morgan, 1806-1871:

. N8

“ (AUB)Y =A'nB" y (AnB)Y=AUB.
= Leyes distributivas:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) y AU(BNC)=(AUB)N(AUQ).

Demostracién. Haremos la demostraciéon de (A U B)' = A’ N B’ con tabla de verdad, la
demostracién de AN (BUC) = (AN B)U (AN C) en forma directa, y la demostracién de
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) con los diagramas de Venn (donde es necesario explicitar todos
los pasos). La otra demostracién queda para el lector.

» (AUB) =A'NB":

A|B|AUB|(AuB) |A" | B | AnB
ViV \% F F | F F
v v F VI|IF F
VI|IF \% F F\|V F
F\|F F %4 ViV |4

Se observa que las columas correspondientes a (AU B)' y a A’ N B’ son exactamente las
mismas, o sea los elementos pertenecen a (AU B)' si y solo si pertenecen a A’ N B’. Luego
los dos conjuntos son iguales.

» AN(BUC)=(ANB)U(ANC): Tenemos que probar la doble inclusién.
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e AN(BUC)C (ANB)U(ANC):Seaz € AN (BUC). Entoncesz € Ay x € (BUC).
Esdecirz € Ay (xr € Box € (). Si x € B, entonces estamos en el caso z € Ay
re€B,ysiz e Cestamosenelcasor € Ayxe(C.Oseaxre ANBoxze ANC.
Por lo tanto z € (AN B)U(ANC). Luego AN(BUC)C (ANB)U(ANCQO).

e (ANB)U(ANC)CAN(BUC):Seaz e (ANB)U(ANC). Entonces x € ANB o
x € ANC. Esdecir (x € Ayz e B)o (x € Ay x € C). En todos los casos x € A,
y ademés x € B o x € C. Por lo tanto x € AN (BUC). Luego (ANB)U(ANC) C
AN(BUCQ).

= AU(BNC)=(AUB)N(AUC):

podple
aes gep

L e/

Ave Avc (AVB®)a (AUC)

De las operaciones béasicas se derivan las operaciones siguientes

» Diferencia —: A — B es el conjunto de los elementos de A que no son elementos de B, o
también, A — B = AN B’. Es decir

A-B={a€A:a¢ B}, otambién a€c A—B <= ac€Aya¢B.

Ejemplos:
e Sean A = {1,2,3,5,8}, B = {3,4,5,10} € U = {1,...,10}. Entonces A — B =
{1,2,8} y B— A = {4,10}.
e Sean [ = (—o0,2|, J =[-10,10) C U = R. Entonces I — J = [-00,—10) y J — I =
(2,10].
e Siempre A— ) = A, A-U=0,A-A=0,A—A = AANB = BN A pero
A — B # B — A en general.

Representacion de Venn de la diferencia:
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» Diferencia simétrica A: A /A B es el conjunto de los elementos de U que pertenecen a
A o a B pero no a los dos a la vez. Es decir

AANB={ceU:(ceAyc¢B)o(ceByc¢A)}.

Vale
AAB=(A-B)U(B-A)=(AnB)u(BNA)=(AuB) - (ANB).
Ejemplos:
e Sean A = {1,2,3,5,8}, B = {3,4,5,10} € U = {1,...,10}. Entonces AAB =
{1,2,4,8,10}.

e Sean [ = (—00,2], J =[-10,10) C U = R. Entonces I A J = [—o0,—10) U (2, 10].
e Siempre AA B = BA A (simetrfa), AAN)=A, ANU=A,ANA=0),ANA =U.

Representacion de Venn de la diferencia simétrica:

! V)
AL B
Tablas de la diferencia y de la diferencia simétrica:
A|B|A-B A|B|AAB
VIV F VIV F
F|V F F|V \%4
VI|F \% VI|F \%4
F|F F F|F F

Observacién 1.1.9. (Combinatoria: Cardinal de la unién y del complemento.)
Sean A, B conjuntos finitos dentro de un conjunto referencial U.

» Si Ay B son conjuntos disjuntos, entonces #(AU B) = #A + #B.
» En general #(AUB) = #A+ #B — #(AN B).
» Si U es un conjunto finito, entonces #(A") = #U — #A.

Se deduce por ejemplo #(A— B) = #A—#(ANB) y #(AAB)=#A+#B—-2#(ANB).

Ejemplos: (de afirmaciones sobre conjuntos por medio de tablas)
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« ANBC (B—C)U(ANOQ):

A[B[CIANB|[B-C|ANC|(B-C)UANC)|ANBC (B-C)U(ANC)
VIVIV] V F % % v
FIV|V] F F F F %
VIF|V] F F % v %
F|F|V] F F F F %
VIVIF|] V % % v v
F|V|F| F 1% F 1% %
VIF|F| F F % % %
F|F|F| F F F F 1%

Vemos que la columna correspondiente a la inclusion es Verdadera siempre, lo que implica
que es verdad que ANB C (B—-C)U(ANC().

» ANB=B=ANB=0:

A B|A|ANB|ANB
VIV |F F

F|\V |V %4 F
VIF|F F F
F|F|V F F

Comparando la 2da y la 4ta columna, se ve que A’ N B = B cuando no se estd en la ler
fila, o sea cuando no se estd en el caso de algiin x € A, x € B. Por lo tanto esta fila no
cumple con la hipétesis y se la olvida. Para las demaés filas, A N B da siempre Falso, es
decir, no existe ningtn elemento x € AN B. Por lo tanto AN B = ().

1.1.3. Tablas de verdad de la légica proposicional.

Sean p(x), ¢(x) predicados que pueden ser Verdaderos o Falsos sobre los elementos de un conjunto
U. Se vio que las operaciones bésicas de conjuntos estan definidas por medio del no (para el
complemento), del o no excluyente para la unién, del y para la interseccién, y del o excluyente
para la diferencia simétrica. Estos se llaman conectores légicos: = (“no”, o “NOT”), vV (“0” no
excluyente, u “OR”), A (“y”, o “AND”), W (“o excluyente”, u “XOR”), y se les puede agregar

= (implica, o si ...entonces) y < (si y solo si).

Tablas de verdad de los conectores ldgicos:

| <[

p
F
\%4

= << <<
SISES RSB
= <<=
<= <<V
<™~ <0

< |
o | < e

o< | s
Bl les| INSIIRNIES

o <o s
Bl les| INSIRNIES

o < S
Bl les| INSIRNIES

o < S
o o < e
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Las tablas de los conectores légicos se relacionan con las tablas de las operaciones de conjuntos
asociadas, pensando en los conjuntos P,Q C U definidos por P = {z € U : p(z) es Verdadero},
y Q ={z €U: q(x) es Verdadero}:

= no: —p, se corresponde con el complemento P’.

s “0” no excluyente: pV q, se corresponde con la unién P U Q.

= y:p A g, se corresponde con la interseccién P N Q.

» “0” excluyente: p Wq, se corresponde con la diferencia simétrica P A Q.
s implicacion: p = q, se corresponde con la inclusién P C Q.

» bi-implicacion: p < q, se corresponde con la igualdad P = Q.

1.1.4. Producto cartesiano.

El nombre producto cartesiano fue puesto en honor al matemdtico, fisico y filésofo francés
René Descartes, 1596-1650. El plano euclideo R? = {(z,y); z,y € R} representado mediante
los ejes cartesianos es el plano donde constantemente dibujamos los graficos de las funciones.

Definicién 1.1.10. Sean A, B conjuntos. El producto cartesiano de A con B, que se nota A x B,
es el conjunto de pares ordenados

Ax B:={(a,b): a€ Abe B}.

Ejemplos:

» Sean A = {1,2,3}, B = {a,b}. Entonces A x B = {(1,a), (1,b),(2,a), (2
B x A={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)} y Bx B=1{(a,a),(a,b),

—_—

» Si A= B =R, entonces R x R es el espacio euclideo R?.
» Si A+# B, entonces A X B# B x A.
s Ax0=0,0xB=0.
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» Sean A C U, BCV entonces A x B C U x V. Analizar si vale (A x B) = A’ x B'.

De la misma forma se puede definir el producto cartesiano de n conjuntos Ay,
conjunto de n-uplas ordenadas:

..., Ap como el
Ay X X Ay = {(al,...,an) tap € A, ... ay EAn}
Representacion del producto cartesiano:

ﬁl PN‘B‘

——

A
Proposicién 1.1.11. (Combinatoria: Cardinal del producto cartesiano y del conjunto
de partes.)

1. Sean A y B conjuntos finitos. Entonces #(A x B) = #A - #B.
Si A=A{ay,...,an} y B={b,

.., bm}, entonces

Ax B={(a1,b1),...,(a1,bm), (a2,b1),...,(a2,bm),. .., (an,b1),..., (an,bm)}
2. Sean Ay, ..., A, conjuntos finitos. Entonces #(A1 X --- x Ap) = #4;

CHA,.
3. Sea A un conjunto finito, entonces #(P(A)) = 2#4.

se veran en la materia se podra formalizar si se quiere.

1. Si A ={ai,

Demostracion. Haremos una demostracion informal pero muy intuitiva. Con los elementos que

coyanty B={by,..., by}, entonces

A x B = {(al,bl), PN (al,bm), (ag,bl), ceey (ag,bm), ceey (an,bl),. ooy (an,b )},

m
y alcanza con contar los elementos. Esto también se puede representar con un arbol:

Obl

o0
Qs b
© Oo‘gl
—® e O

L

Qg g bn
\, ) gb‘l
Y o bL
a ;:: ']
,“‘ 'v—‘ l,
250
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Lo informal aqui es el uso de los ..., la demostraciéon formal usa induccién, que veremos
en el capitulo que viene.

2. Esto se formaliza también por induccién, aunque nuevamente se corresponde con un arbol:

3. A cada subconjunto B de A = {ay,...,a,} se le puede asociar un elemento del producto
cartesiano {0,1}" = {0,1} x --- x {0,1}: se asocia a B C A la n-upla (ey,...,e,) € {0,1}"

n

definida por e¢; = 1 si a; € By e; = 0 si a; ¢ B. Por ejemplo, al subconjunto ) se le asocia
la n-upla (0,...,0), al subconjunto A la n-upla (1,...,1), y al subconjunto {a;} la n-
upla (1,0,...,0). Esta claro que esta asociacién define para cada subconjunto B C A un
elemento del producto cartesiano {0,1}", y reciprocamente a cada elemento del producto
cartesiano {0, 1}" le corresponde un subconjunto B C A (esta asociacién es un ejemplo de
funcién biyectiva entre el conjunto P(A) y el conjunto {0, 1}" como veremos mas adelante)
y por lo tanto los dos conjuntos tienen el mismo cardinal.

1.2. Relaciones.

En lo que sigue daremos la formalizacién matemética de la nociéon de relacion que usamos
constantemente en el lenguaje.

Definicién 1.2.1. (Relacién.) Sean A y B conjuntos. Un subconjunto R del producto car-
tesiano A x B se llama una relacion de A en B. Es decir R es una relacién de A en B si

R € P(A x B).

Ejemplos:

» Sean A = {a,b,c}, B =1{1,2}. Entonces Ry = {(a, 1), (b, 1), (b,2)},
Ra = {(a,2),(b,2),(c,1),(c,2)}, Rs =0 y Ra = A x B son ejemplos de relaciones de A
en B,y Rs = {(1,¢),(2,a)} es un ejemplo de relacién de B en A (notar que importa el
orden).

= Sean A = B =R: Rg = {(z,y) € R? : 22 = 4’} y Ry = {(z,y) € R? : 2 = y?} son
relaciones de R en R, 0, como veremos luego, relaciones en R.
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Dados a € A, b € B y una relacién R de A en B, se dice que a estd relacionado con b (por la
relaciéon R) si (a,b) € R. En ese caso se escribe a Rb. Si a no estd relacionado con b, es decir

(a,b) ¢ R, se escribe a Rb.

En los ejemplos arriba, se tiene bR 1 peroa R12, aRsb,Va € A,be B,y Bac A, 3b € B tal
que a R3b. También, —2Rg2y 4Ry — 2.

Posibles representaciones grdficas de las relaciones:

A

c
b
a

(Cudntas relaciones de A = {a,b,c} en B = {1,2} hay? Sabemos que hay una relacién por cada
subconjunto de A x B, o sea por cada elemento de P(A x B). Es decir, hay tantas relaciones
como elementos en P(A x B). Luego la cantidad de relaciones es igual a # (P (A x B)). Como,
por la Proposicién 1.1.11, el conjunto P(A x B) tiene en este caso 2% elementos, hay 2° relaciones
de A en B. Este mismo razonamiento vale para conjuntos finitos cualesquiera:

Proposicién 1.2.2. (Combinatoria: Cantidad de relaciones.) Sean A,, y B, conjuntos
finitos, con m yn elementos respectivamente. Entonces la cantidad de relaciones que hay de A,
en B, es igual a 2™™".

1.2.1. Relaciones en un conjunto.

En esta seccién consideramos relaciones de un conjunto en si mismo.

Definicion 1.2.3. Sea A un conjunto. Se dice que R es una relacion en A cuando R C A x A.
Ejemplos:

= Las relaciones Rg y Ry arriba son relaciones en el conjunto R.

s La igualdad de elementos siempre es una relacién en cualquier conjunto A:

R ={(a,a), a € A}, esdecirVa,be A: aRb< a=h.

» < es una relacién en R, y C es una relacién en P(A), cualquiera sea el conjunto A.
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» Sea A = {a,b,c,d}, entonces Rg = {(a,a), (a,b), (a,d), (b,b),(c,c),(c,d),(d,a),(d,d)} es
una relacién en A, que segun lo que vimos arriba se puede representar de las siguientes
maneras:

Ad o e @

C °

b o @

a- o &
.——‘—" —

R

Sin embargo, cuando el conjunto A es finito (como en este caso), una relacién R en A se puede
representar también por medio de un grafo dirigido, o sea un conjunto de puntos (llamados
vértices, que son los elementos del conjunto A) y un conjunto de flechas entre los vértices, que
se corresponden con los elementos relacionados: se pone una flecha (que parte de a y llega a b)
para cada elemento (a,b) € R, es decir cada vez que a R b.

Ejemplos:

AZ%AIZIBIW-‘S

Ry R =] (4,0),(1,3), (29, R (e, (b) ]
(2,9), (5,4), (5,5

La teoria de grafos juega un rol esencial en varias ramas de la matematica y la computacion.

Las relaciones en un conjunto dado son particularmente importantes, y algunas de las propie-
dades que pueden cumplir merecen un nombre.

Definicién 1.2.4. (Relacién reflexiva, simétrica (antisimétrica) y transitiva.)

Sean A un conjunto y R una relaciéon en A.

» Se dice que R es refleziva si (a,a) € R, Va € A (dicho de otra manera, aRa, Va € A).
En términos del grafo de la relacion, R es reflexiva si en cada vértice hay una flecha que
es un “bucle”, es decir que parte de él y llega a él.
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» Se dice que R es simétrica si cada vez que un par (a,b) € R, entonces el par (b,a) € R
también (dicho de otra manera, Va,b € A, aRb = bRa). En términos del grafo de la
relacién, R es simétrica si por cada flecha que une dos vértices en un sentido, hay una
flecha (entre los mismos vértices) en el sentido opuesto.

» Se dice que R es antisimétrica si cada vez que un par (a,b) € R con a # b, entonces el
par (b,a) ¢ R (dicho de otra manera, Va,b € A, aRby bRa = a =b). En términos
del grafo de la relacion, R es antisimétrica si no hay ningin par de flechas en sentidos
opuestos que unen dos vértices distintos.

= Se dice que R es transitiva si para toda terna de elementos a, b, c € A tales que (a,b) € R
y (b,c) € R, se tiene que (a,c) € R también (dicho de otra manera, Va,b,c € A, aRby
bRc¢ = aRc). En términos del grafo de la relacién, R es transitiva si hay un “camino
directo” por cada “camino con paradas”.

Ejemplos:

» La relacién Rg de arriba es reflexiva, pero no es simétrica ni antisimétrica, y tampoco
transitiva como se ve en el grafo arriba: estan todos los “bucles” (es reflexiva), estd por
ejemplo la flecha a — b pero no la vuelta b — a (no es simétrica), estén las flechas a — d
y b — a (no es antisimétrica) y estdn las flechas ¢ — d y d — a pero no el camino corto
¢ — a (no es transitiva).

» Rg es reflexiva, pues Vo € R, se tiene x Rg z pues 22 = x2, es simétrica pues Vz,y € R, se

tiene que si Ry, es decir 22 = y?, entonces y> = 22, es decir y R¢ x, no es antisimétrica
pues no es cierto que x Rgy e y Rgx implica x = y: por ejemplo para x =1 ey = —1
se tiene 22 = y? e y? = 22, y es transitiva pues Vz,y,z € R, 22 = y? e y? = 22 implica

$2 = 22.

., Cémo se ve que una relacion es reflexiva en la representacién grafica del producto carte-
siano? ;Y simétrica?

i Puede ser una relacién simétrica y antisimétrica a la vez? Si si, jen qué caso?
= =en A, con A un conjunto, es una relacién reflexiva, simétrica y transitiva.

s < en R es una relacién reflexiva pues para todo z € R, se tiene z < z, no es simétrica pues
en general z < y no implica y < x: por ejemplo para x = 1 e y = 2. Pero es antisimétrica
puessix <yey < x, entonces x =y. Y es transitiva pues z < y e y < z implica z < z.

» Mostrar que C en P(A) es una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva.

= R7 no es reflexiva, pues 3z € R tal que z Rrz, es decir x # 22 (por ejemplo z = 2),
tampoco es simétrica porque r = y? no implica en general y = x? (por ejemplo para
r = 4,y = 2). {Es antisimétrica? Supongamos x,y € R tales que z = y? e y = 2, por
lo tanto x = 2%, lo que implica z(z3 — 1) = 0, es decir z = 0 0 2 = 1 (por estar en R,
j0jo!), v luego en el caso z = 0 se tiene y = 22 = 0> = 0 = x, y en el caso z = 1 se
tiene y = 22 = 12 = 1 = z también, o sea es antisimétrica nomas. Finalmente R7 no es
transitiva pues = y? e y = 22 implica z = z? que no es igual a z? en general, por ejemplo
tomando x =16, y =4, z = 2.
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Definicién 1.2.5. (Relacién de equivalencia y relacién de orden.)

Sean A un conjunto y R una relacién en A.

= Se dice que R es una relacion de equivalencia cuando es una relaciéon reflexiva, simétrica
y transitiva.

= Se dice que R es una relacion de orden cuando es una relacién reflexiva, antisimétrica y
transitiva.

FEjemplos:

» Las relaciones = en un conjunto A y Rg en R son relaciones de equivalencia, las relaciones
< en Ry C en P(A) son relaciones de orden.

» La relacion ~ descrita con el grafo siguiente es una relaciéon de equivalencia, pues en
cada uno de los subgrafos formados, estdn todas las flechas posibles (cada subgrafo es
“completo”).

Las relaciones de equivalencia juegan un rol muy importante en matematica, porque de algtiin
modo funcionan como una generalizacién de la igualdad (que es el ejemplo mas simple de relacién
de equivalencia): clasifican, a través de las clases de equivalencia, a los elementos del conjunto
en subconjuntos donde se los considera “iguales” en algin sentido. Veamoslo primero en un
ejemplo.

Ejemplo:

Sea la relacién ~ siguiente en el conjunto A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}: a ~ b si al dividir a y b
por 3 tienen el mismo resto. Por ejemplo 1 ~ 4 pues al dividirlos por 3 tienen resto 1, y 6 ~ 9
porque al dividirlos por 3 ambos tienen resto 0. El grafo de la relacién es:
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Esta relacion es claramente una relacién de equivalencia. La clase de equivalencia de a € A es el
subconjunto de A formado por todos los elementos relacionados con a, y se nota nota a. Aqui,

T={1,4,7,10}=1=7=10, 2={2,5,8} =5 =8, 3={3,6,9} =6 =0.

Estas clases de equivalencia clasifican entonces los elementos de A segin su resto al dividir por 3:
dos elementos que estan en la misma clase de equivalencia tienen mismo resto, y dos elementos
en distintas clases tienen restos distintos.

Ahora bien, observemos que los tres subconjuntos obtenidos son disjuntos dos a dos (y su unién
da todo el conjunto A). Podemos considerar el conjunto de clases de equivalencia:

{1, 5,3} = {{1,4,7,10},{2,5,8},{3,6,9}}

que tiene 3 elementos (que caracterizan los posibles restos al dividir por 3). Lo que hicimos fue
“partir” al conjunto A en tres subconjuntos, que son las tres clases de equivalencia.

Definicién 1.2.6. (Clases de equivalencia.) Sean A un conjunto y ~ una relacién de equi-
valencia en A. Para cada a € A, la clase de equivalencia de a es el conjunto

a={beA:b~a} CA.

Observemos que debido a la simetria, podriamos haber definido @ = {b € A : a ~ b} y daria
el mismo subconjunto de A. También, debido a la reflexividad, siempre tenemos a € @ (pues
a ~ a). Finalmente la simetria y transitividad muestran que si b € @ y ¢ € a, entonces b ~ ¢
(pues b ~ a y a ~ ¢ implican b ~ ¢), es decir todos los elementos de una clase de equivalencia
estan relacionados entre si.

Proposiciéon 1.2.7. Sean A un conjunto y ~ una relacion de equivalencia en A. Sean a,b € A.
Entonces, o bienanNb =10, o bien a=b.

Observacién 1.2.8. En la proposiciéon anterior, nuestro enunciado es que alguna de las afir-
maciones “@aNb =07, o “a = b” valen. Si llamamos p a la primera y ¢ a la segunda, queremos
probar que siempre es cierto p V q. Si p es cierto, también lo es p V ¢, luego basta probar que
si no vale p entonces debe valer ¢ (que es lo que haremos a continuacién). El rol de p y de ¢
son intercambiables, con lo cual si resultase mas facil también podemos suponer que si no vale
q entonces debe valer p.
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Demostracién. Supongamos que aNb # (. Existe entonces ¢ € A tal que ¢ € aNb, es decir ¢ ~ a
y ¢ ~ b. Pero por simetria, a ~ ¢ también, y por transitividad, a ~ ¢y ¢ ~ b implica a ~ b, esto
quiere decir que a € b (y por simetria, b € @). Pero luego, todo elemento d € @ satisface d ~ a, y
como a ~ b, se tiene d ~ b, o sea d € b. Luego probamos que @ C b, y del mismo modo se prueba
b C a: por lo tanto @ = b. ]

Asi, logramos partir el conjunto A en una unién disjunta de subconjuntos no vacios, sus clases
de equivalencia. Eso se se llama hacer una particion de A:

Ejemplos:

= Para la relaciéon = en A, las clases de equivalencia son simplemente a = {a}, y para la
relacién Rg en R, las clases de equivalencia son © = {z,—z}, Vo € R, o sea todas las
clases tienen dos elementos de la forma +x, salvo la clase del 0 que tiene solo el elemento
0. Esta relacion clasifica a los nimeros reales segin su médulo. En cada clase podemos
elegir un representante, es decir un elemento en la clase que “representa” la clase: por
ejemplo aqui podemos elegir en casa clase al > 0 como representante.

» Miremos el conjunto L de las rectas del plano, con relacién de equivalencia // (ser paralelo).
Cada clase consiste de rectas todas paralelas entre si. Esta relacién clasifica a las rectas
segun su direcciéon. En cada clase de rectas paralelas podemos elegir como representante
la recta que pasa por el 0.

» Si uno quiere describir el conjunto Q de niimeros racionales sin repetir elementos, la forma
correcta de hacerlo es por medio de las clases de equivalencia de la siguiente relacién ~ en
Z x N: Dados (k1,n1), (k2,n2) € Z x N,

(k1,n1) ~ (k2,n2) <= king = kani.

ko k2

= , O
ni ng

Verificar que es una relacion de equivalencia. Se tiene (ki,n1) ~ (k2,n2) <

sea 7’% y % determinan el mismo nimero racional: todos los elementos de una clase de

equivalencia (k,n) dada determinan el mismo nimero racional % En cada clase podemos
elegir como representante el par (k,n) con k y n coprimos.
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Proposicién 1.2.9. (Relaciones de equivalencia y particiones.) Sea A un conjunto. Hay
una manera natural de asociarle a una relacion de equivalencia en A una particion de A. Recipro-
camente, a toda particion se le puede asociar unarelacion de equivalencia, y estas asociaciones
son inversas una de la otra.

Demostracion. Si ~ es una relacién de equivalencia, como vimos anteriormente podemos consi-
derar las clases de equivalencia de los elementos de A. Cada clase de equivalencia es un subcon-
junto, y dos de estos subconjuntos distintos son disjuntos. Como el conjunto es la unién de las
clases, obtenemos una particién.

Reciprocamente, dada una particién, definimos la relacion ~ de la siguiente manera: a ~ b si y
sélo si a y b estan en el mismo subconjunto. Es facil ver que esto da una relaciéon de equivalencia.
También es facil ver que estas asignaciones son una la inversa de la otra, en el sentido de que
si empezamos con una relacién de equivalencia, miramos la particién asociada, y la relaciéon
asociada a esta particién, recuperamos la relacién original. Asimismo, si empezamos con una
particién, miramos la relacién de equivalencia asociada, y la particién que tiene esta relacion,
recuperamos la particién original. O

1.3. Funciones.

En esta seccién volvemos a considerar relaciones de un conjunto A en un conjunto B y formali-
zamos la nocién de funcién, que todos sabemos que es una asignacion que a cada elemento de un
conjunto de partida A le hace corresponder algin elemento de un conjunto de llegada B. Como
por ejemplo la famosa funcién cuadratica:

¢

%
[ R=R, P)=%

Definicién 1.3.1. (Funcidn.) Sean A y B conjuntos, y sea R una relacién de A en B. Se dice
que R es una funcion cuando todo elemento a € A estd relacionado con algiin b € B, y este
elemento b es tnico. Es decir:

Vae A, A'be B: aRb.

Aqui el stmbolo “d!” significa “existe un unico”, es decir:
Vac A, 3be Btal que aRb, ysib,b' € Bson tales que aR By aRV, entonces b =1b'.

Como a cada a € A le corresponde un b € B y este b es 1nico, se le puede dar un nombre que
hace notar la dependencia de a: se dice que b es la imagen de a por f, y se suele notar “b = f(a)”,
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que es la forma usual en la que conocemos a las funciones; se nota “f : A — B” a una funcién
del conjunto A en el conjunto B.

FEjemplos:

» La relacién del conjunto A = {1,2,3,4,5} en el conjunto B = {1,4,7,23} descrita por el
diagrama siguiente es una funcién.

\
2

» La relacién del conjunto A = {1,2,3,4,5} en el conjunto B = {1,4,7,23} descrita por el
diagrama siguiente no es una funcién.

Falla tanto que el elemento 1 € A no esté relacionado con nadie en B como que el elemento
3 € A esté relacionado con dos elementos distintos de B. (Lo primero se puede solucionar
“restrigiendo el dominio”, pero lo segundo no tiene solucién clara para hacer de esta
relacién una funcion.)

» La relacién R C R x R dada por R = {(z,2?%) : z € R} es la funcién f: R — R, f(x) = 22
mencionada arriba.

» La relacion R C Z x Ny dada por R = {(k, |k|) : k € Z} es una funcién, que se escribe

» La relacién R C Ny x Z dada por R = {(k%,k) : k € Z} no es una funcién, ya que por
ejemplo tanto (1,1) como (1, —1) pertenecen a R (el elemento 1 € Ny est4 relacionado con
dos elementos de Z).

» Dado un conjunto A # () cualquiera, la relacion R C A x A dada por R = {(a,a) : a € A}
siempre es una funcién, que se llama la funcién identidad de A y se nota id4 (o id cuando
estd claro el conjunto A): satisface ida(a) = a, Va € A.
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» Una n-upla z = (z1,...,2,) € R" se puede pensar como una funcién f: {1,...,n} — R:
la funcién

f:{1,...,n} = R definida por f(1) =z, f(2) = z2,..., f(n) = zp.

Reciprocamente, una funcién f : {1,...,n} — R se puede pensar como una n-upla de R™:
la n-upla

(@1, 20) = (F(1), £(2),..., f(n)) € R

= Extendiendo el ejemplo anterior, si A es un conjunto, una sucesién
(ai)ien = (a1,a2,as,...)
de elementos de A se puede pensar como una funcién f: N — A: la funcién
f:N—= A definida por f(1) = aq, f(2) = a9, f(a3) = as, ..., es decir f(i) =a;, Vi € N.

Reciprocamente, una funcién f : N — A se puede pensar como una sucesién en A: la
sucesion

(a1,az,a3...) = (f(1), f(2), f(3),...), esdecir (a;)ien = (f(i))ieN.

Definicién 1.3.2. (Igualdad de funciones). Sean f,g: A — B funciones. Se dice que f =g
cuando f(a) = g(a), YVa € A.

Dada una funcién f : A — B, el conjunto A se llama el dominio de la funcién f, y el conjunto B
se llama el codominio de la funcién f. Como se ve de los ejemplos anteriores, todos los elementos
del dominio tienen que estar involucrados en una funcién, pero puede ocurrir que haya elementos
del codominio que no estén involucrados. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 1.3.3. (Imagen de una funcién.) Sea f : A — B es una funcién. La imagen de
f, que se nota Im(f), es el subconjunto de elementos de B que estan relacionados con algun
elemento de A. Es decir

Im(f) ={be B: Ja € A tal que f(a) = b}.

En términos del diagrama,la imagen es el conjunto de elementos de B a los que les llega al menos
una flecha. En términos del grafico, es el conjunto de puntos del eje vertical que cuando tiro una
recta horizontal por ese punto, corta el grafico en al menos un punto.

Ejemplos:

» La imagen de la funcién f1 : {1,2,3,4,5} — {1,4,7,23} descrita arriba es el conjunto
{1,4,23}.

» Sea fo : N — N, fo(n) = n+1. Entonces Im( f2) = N> pues para todo m > 2, existe n € N
tal que n + 1 = m (tomando n = m — 1 que pertenece a N pues m > 2) pero 1 ¢ Im(f2)
pues no existe n € N tal que n+ 1 = 1.
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» ;Y sise considera f3:Z — Z, f(n) =n+ 17

» Sea fy:R — R, f(z) = 22, Entonces Im(f) = Rx(.
» Sea f5:Z — Z, f(k) = |k|. Entonces Im(f) = No.
» Sea A # () un conjunto, entonces Im(id4) = A.

= Sea

—_

= si n esimpar

si  n es par

~ ‘

fﬁiN—>Z, fﬁ(n):{

IS

Esto es efectivamente una funcién bien definida sobre los nimeros naturales, y para cada
nimero natural n, se tiene fg(n) € Z. Més atn Probemos que Im(fs) = Z:

Se tiene 1 +— %:Opueslesimpar,2»—>—% =—1lpues2espar,3 — 1, 4+— —2, 5+ 2
y esto da una indicacién de cémo funciona esta funcién: los impares va a parar a los enteros
> 0 y los pares van a parar a los enteros > —1.

Sea entonces k € Z. Queremos probar que k = fg(n) para algun n € N.

Si k > 0, probemos que k = fg(n) = ”T_l para algun numero natural impar n:

n—1

k= — 2k=n-1 <= n=2k+1
que pertenece a N por ser k > 0 (se tiene k >0 = n=2k+ 1> 1), y es ademds impar,
como se querfa probar.

Si k < —1, probemos que k = fs(n) = —% para algin nimero natural par n:

k=—— <— 2k=—-—n < n=-2k

n
2
que pertenece a N por ser k < —1 (se tiene k < —1 = —2k > 2), y es ademds par, como
se queria probar.

Luego Im(fs) = Z.

Hemos visto que si A = {a,b,c} y B = {1,2}, hay 2° = 64 relaciones de A en B. Nos podemos
preguntar cuéntas de estas relaciones son funciones f : A — B. Esto se puede pensar en
términos de producto cartesiano (o de arboles): para definir una funcién f : A — B tenemos
que determinar f(a) € {1,2}, f(b) € {1,2} v f(c) € {1,2}. Por cada eleccién de f(a), f(b) y
f(¢) tendremos una funcién distinta. Como tenemos 2 elecciones posibles para f(a), 2 para f(b)
y 2 para f(c) tenemos en total 2-2-2 = 23 = 8 funciones (bastante menos que las 64 relaciones
que hay de A en B). Dicho de otra manera la cantidad de funciones es igual al cardinal del
producto cartesiano {1,2} x {1,2} x {1,2}. Este rezonamiento vale en general para funciones
entre conjuntos finitos:

Proposicién 1.3.4. (Combinatoria: Cantidad de funciones.) Sean A,, y B, conjuntos
finitos, con m y n elementos respectivamente. Entonces la cantidad de funciones f que hay de
A, en By es igual a n™.
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Propiedades importantes que pueden satisfacer las funciones son las siguientes:

Definicién 1.3.5. (Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.) Sea f : A — B
una funcién. Se dice que

» f es inyectiva si para todo elemento b € B existe a lo sumo un elemento a € A para el cual
f(a) = b. Dicho de otra manera, f es inyectiva si para todo a,a’ € A tales que f(a) = f(d’)
entonces a = a’'.

= [ es sobreyectiva si para todo elemento b € B existe al menos un elemento a € A para el
cual f(a) = b. Dicho de otra manera, f es sobreyectiva si Im(f) = B.

» f es biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva, es decir para todo elemento b € B
existe exactamente un elemento a € A para el cual f(a) = b.

Ser inyectiva, sobreyectiva y biyectiva son propiedades que se chequean a nivel del codominio:
en las representaciones graficas, ser inyectiva significa que a cada elemento del codominio le
llega a lo sumo una flecha, o en el producto cartesiano, que si se trazan rectas horizontales, se
corta el grafo de la funcién a lo sumo corta en un punto. Ser sobreyectiva significa que a cada
elemento del codominio le llega por lo menos sumo una flecha, o en el producto cartesiano, que
si se trazan rectas horizontales, siempre se corta el grafo de la funciéon en al menos un punto.
Biyectiva significa que a cada elemento del codominio le llega exactamente una flecha, o en el
producto cartesiano, que si se trazan rectas horizontales, siempre se corta el grafo de la funcién
en exactamente un punto.

sobrcyed“'fc‘s

. oncs
‘&\uncloﬂcs \n7¢cl\va5 -?U{\Cl

FEjemplos:

» La funcién f; arriba no es ni inyectiva (pues por ejemplo f1(1) = f1(2) = 1) ni sobreyectiva
pues (7 ¢ Im(f1)).

» La funcién fy : N — N es inyectiva pues fa(n) = fa(m) significa n+ 1 =m + 1 de lo cual
se deduce n = m, pero no es sobreyectiva pues 1 ¢ Im(fs).

» La funcién f3 : Z — 7Z es inyectiva, igual que fo, y también es sobreyectiva pues Vk €
Z, 3n € Z t.q. fz3(n) = k: simplemente tomando n = k — 1 se satisface que f3(n) = k.
Luego es biyectiva.
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» La funcién f; : R — R no es ni inyectiva ni sobreyectiva. (Pero se puede forzar a que sea
sobreyectiva restringiendo el codominio R a la imagen R>(, o sea definiendo en realidad
f4 ‘R — Rzo.)

» La funcién f5 tampoco es inyectiva ni sobreyectiva.
» id4 es claramente biyectiva, cualquiera sea el conjunto A # ().

» La funcién fg es sobreyectiva ya que probamos que Im(fg) = Z. Probemos que es también
inyectiva:
Sean n,m € N tales que fg(n) = fo(m) = k. Esta claro que para tener la misma imagen k,
o bien n y m son ambos impares, o bien son ambos pares (pues si son uno impar y el otro
par, por la definicién de la funcién, uno tiene imagen > 0 y el otro < 0). Si son ambos
impares, entonces k = 25+ = ™=L implica n = m. Si por otro lado son ambos impares,

2 T 2
entonces k = —§ = —3 también implica n = m. Luego la funcién fg es inyectiva.

2
Por lo tanto fg es biyectiva (esta funcién biyectiva entre N y Z muestra que N y Z tienen
el mismo cardinal, el “mismo infinito”...).

De las definiciones de funcién inyectiva, sobreyectiva y biyectiva se desprenden las propiedades
siguientes sobre cardinales.

Proposicién 1.3.6. (Combinatoria.) Sean A y B conjuntos finitos.

s Sea f: A — B una funcidn inyectiva. Entonces #A < #B.
s Sea f: A— B una funcidn sobreyectiva. Entonces #A > #B.

s Sea f: A — B una funcion biyectiva. Entonces #A = #B.

Las funciones se pueden componer, cuando el codominio de una coincide con el dominio de la
siguiente:

Definicién 1.3.7. (Composicién.) Sean A, B, C conjuntos,y f : A — B, g : B — C funciones.
Entonces la composicion de f con g, que se nota g o f, definida por

go f(a)=g(f(a)), Vac A

resulta ser una funcién de A en C. Esto se visualiza mejor en el diagrama:

ox 7 Q’ (=)

SRS g1
3oL — [CYCO)ES LCY
Ejemplos:
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» Sean f:N =R, f(n) =vnyg:R— Rsg, g(x) =22+ 1, entonces go f : N = R>q es la
funcién dada por:

g0 f(n) = g(f(n) = g(vn) = (Vi) +1=n+1, YneN.

» Sean f:R =R, f(x) =22 +32+2y g:R =R, g(x) = 22 — 1. En este caso se pueden
calcular go f y f o g que son ambas funciones de R en R:

flx) =
g9(z)

(f(x)) =g(z* +32+2) = (2* + 32 +2)* — 1 = 2" + 62° + 112° + 122 + 3,

g g
flg@) = f@@*-1) = (2> - 1)+ 3> - 1) +2=2a"+2% VzeR

f

@]
(@]

» Sea f: A — B una funcidén, entonces idgo f = f y foida = f.

1.3.1. Funciones biyectivas.

Cuando f : A — B es una funcién biyectiva, recordemos que se tiene que para todo elemento
b € B existe ezactamente un elemento a € A tal que f(a) = b. Por lo tanto el conjunto
R’ = {(b,a) : f(a) =b} C B x A es una relaciéon de B en A que satisface las propiedades de
funcién! Pues todos los b € B estan relacionados con algin a € A, y ese a es Unico. Esta funcién
R’ se nota f~! y se llama la funcidn inversa de f. Estd definida tinicamente cuando la funcién
f es biyectiva. Se tiene que f~!: B — A es la funcién que satisface para todo b € B:

fi)=a <= fa)=0b.

Ejemplos:
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s La funcién inversa de la funcién id4 : A — A es la misma funcién idy4 : A — A.

= La funcién inversa de la funcién f3 : Z — Z, f3(n) = n + 1 es la funcién f3' : Z —
Z, fy Y(k) = k—1 (simplemente se despeja en la expresién k = f3(n) quién es n en funcién
de k, lo que se suele hacer para calcular la imagen).

» La funcion inversa de la funcién

—_

3

si n es impar
si nes par

¥ ‘

fﬁtN—>Z, f@(n):{

I3

es la funcién fgl : Z — N dada por

o [ 2%+l s k>0
T (k)_{ -2k si k< -1

Las funciones biyectivas y su inversa estan relacionadas por medio de la composicion: Por ejemplo
para f3: Z — Z: fs(n) =n+ 1 se tiene que

fitofs(n)=fi'(fs(n)) = f5' (n+1)=(n+1)—1=n, VneZ,
y por lo tanto f3_1 o f3 = idgz, y del mismo modo,
o fs (k) = fs(fs () = fs(k = 1) = (k= 1)+ 1=k, VE€Z,
y por lo tanto f3 o f3° 1 — idy. Esto ocurre siempre, y més atn, vale una reciproca:

Proposiciéon 1.3.8. Sea f: A — B una funcion.

» Si f es biyectiva, entonces f~ o f=idg y fo f~! =idp.

- -
e =
ol - ady ol -ndyg
» Si existe una funcion g : B — A tal que go f =idy y fog =idp, entonces f es biyectiva
y =g
Demostracion.

» f7lof(a) = f71(f(a)) = f~1(b) donde b = f(a) y por lo tanto f~'(b) = a por la definicién
de la funcién inversa. Es decir f~' o f(a) = a, Va € A. Asi f~' o f = ids. Del mismo
modo, se prueba que fo f~! =idp.
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» Sea g : B — A la funcion tal que go f =ida y f o g = idp. Probemos primero que f es
biyectiva:
— [ es inyectiva pues f(a) = f(a’) implica g(f(a)) = ( ")), es decir go f(a) = go f(a').
Pero g o f = id 4, por lo tanto a = id4(a) = id4(a’) = @'.
— f es suryectiva pues si b € B, podemos tomar a = g(b). Luego f(a) = f(g(b)) = fog(b) =
idp(b) = b.
Asi acabamos de probar que f es biyectiva.

Para probar que g = f~!, hay que probar que g(b) = f~(b), Vb € B. Pero g(b ( (a) )
donde b = f(a), luego g(b) = go f(a) = ida(a) = a = f~1(b) por la deﬁnlclon de 71
Vbe B. Asig=f!

O]

Cuando A, B son conjuntos finitos con n elementos, se puede contar la cantidad de funciones
biyectivas f : A — B distintas que hay.

Por ejemplo si Ay = {a1,a2} y B2 = {b1,bs} tienen 2 elementos, hay 2 funciones funciones
biyectivas de Ay en Bs: la funcién f; definida como fi(a1) = by, fi(a2) = be, y la funcién fo
dada por fa(ay) = ba, fo(az) = b1. Esto se puede pensar nuevamente con un arbol: primero se
fija dénde va a parar el elemento a; que tiene 2 posibilidades (b; o by), y en este caso haber
fijado dénde va a parar a; determina autométicamente dénde va a parar ay (al elemento de Bo
que qued6 libre). Estas 2 funciones biyectivas se pueden pensar como las 2 permutaciones de
(bl,bg), que son (bl,bQ) y (bQ,bl).

Y si As = {a1,a92,a3} y Bs = {b1, b2, b3} tienen 3 elementos, hay 6 = 3 - 2 funciones biyectivas
de A3 en Bs: primero se fija dénde va a parar el elemento a; que tiene 3 posibilidades (b1, b2 o
b3), luego se fija dénde va a parar ag, a quién le quedan 2 posibilidades en Bs (segun dénde fue
a parar a;) y luego queda autométicamente determinado dénde va a parar az (al elemento de
B3 que quedd libre). Estas 6 funciones biyectivas se pueden pensar como las 6 permutaciones de
(b1, b2, b3) que son:

(b17b27b3) 5 (b17b37b2) 5 (bQ;blab?)) 5 (anb?nbl) 5 (b3ab17b2) 5 (b3ab2)b1)'

En general si 4,, = {a1,...,an,} vy B, = {b1,...,b,} son conjuntos con n elementos, se puede
probar formalmente (por induccién) que hay n - (n — 1)---2 - 1 funciones biyectivas de A,
en B,. Esta cantidad de funciones biyectivas que hay entre conjuntos con n elementos (o de
permutaciones de los elementos de un conjunto de n elementos) resulta ser tan importante en
matematica que se le da un nombre y una notacién particulares.

Definicién 1.3.9. (Combinatoria: El factorial, o la cantidad de funciones biyectivas.)
Sea n € N. El factorial de n, que se nota n!, es el niimero natural definido como

nl=n-(n—1)---2-1,

que coincide con la cantidad de funciones biyectivas que hay entre dos conjuntos con n elementos,
o con la cantidad de permutaciones de elementos en un conjunto de n elementos.
Esta definicion se extiende a Ny definiendo 0! = 1.
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Asi,
0l=1, 11=1, 21 =2, 31 =6, 4! =24, 5! =120, 6! = 720, 7! = 5040, 8! = 40320, 9! = 362880, 10! = 3628800,
y este nimero crece muy rapido!

Esta definicion del factorial no es muy satisfactoria ya que involucra puntos suspensivos. La
definicién matematica formal es por recurrencia, como veremos mas en detalle en el capitulo que
viene:

Ol=1y nl=n-(n-1!, VneN.

Un programa recursivo para el factorial en Haskell:

Esta definicién recursiva estd muy en sintonfa con la programacién funcional. Por ejemplo la
funciéon factorial: Ng — N en el lenguaje de programacion funcional Haskell, desarrollado a
partir de mediados de los 80, y nombrado asi por el matematico y logico americano Haskell
Brooks Curry, 1900-1982, se puede definir de la manera siguiente, como veran en el taller:

factorial :: Integer — Integer
factorial 0 =1
factorial n = n * factorial(n — 1)

Un programa iterativo para el factorial en Python:

Existen otros lenguajes de programacién no funcionales, por ejemplo imperativos. Si escribimos
un programa iterativo para el factorial en el extensamente usado lenguaje de programacion
imperativo Python, creado a fines de los anos 80 por el computador y matematico holandés
Guido van Rossum, resulta mas parecido a la primer definiciéon de factorial que dimos como el
producto de todos los enteros < n:

def factorial(n)

i A for ¢ in range (1,n+ 1) :
)5 ,
g~ [=fwi

return f

(La linea f = 1 pone en la variable f el valor 1. Luego la instruccién “for ¢ in range (1,n 4+ 1)” ejecuta la
linea que sigue (es decir poner en la variable f el valor que tenfa f multiplicado por el valor de ) para
todos los valores de i > 1y < n+ 1, es decir entre 1 y n.)

Ahora que sabemos contar funciones biyectivas entre conjuntos finitos, también podemos contar,
con el mismo razonamiento de arbol, la cantidad de funciones inyectivas que hay de un conjunto
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A, ={a1,...,an} con m elementos en un conjunto B,, = {b1,...,b,} con n elementos, donde
m < n.

Por ejemplo supongamos As = {a1,az,a3} y Bs = {b1,ba, b3, by, b5}. {Cudntas funciones inyec-
tivas f : A3 — By hay?

Nuevamente, primero se fija dénde va a parar el elemento a; que tiene 5 posibilidades (b1, b,
b3, by 0 bs), luego se fija dénde va a parar ag, a quién le quedan 4 posibilidades en Bj (segun
dénde fue a parar a1, ya que no se puede repetir) y luego se fija dénde va a parar az (a quién le
quedan 3 posibilidades). Por lo tanto hay 5-4 -3 = 5!/2! funciones inyectivas de A en Bs. Este
razonamiento se puede hacer en general (y probar rigurosamente por induccién).

Proposicién 1.3.10. (Combinatoria: Cantidad de funciones inyectivas.) Sean A,, y B,
conjuntos finitos, con m y n elementos respectivamente, donde m < n. Entonces la cantidad de
funciones inyectivas f : Ay, — By que hay es

n'(n—l)---(n—m—i—l):m.

Para finalizar este capitulo, cabe mencionar que no hay una férmula tan simple como las an-
teriores para contar la cantidad de funciones sobreyectivas que hay de un conjunto A, de n
elementos en un conjunto B,, de m elementos, con n > m cualesquiera. Si se puede presentar
una férmula pero es recursiva, en el sentido que involucra la cantidad de funciones sobreyectivas
que hay entre conjuntos de cardinal menor.

FCEyN - UBA - Segundo Cuatrimestre 2013



